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Запропоновано рішення задач 
управління трафіком в мережі NGN з 
використанням тензорних методів. 
Розглянута задача управління трафіком 
в мережі за допомогою тензорної моделі, 
яка представлена в системі координат 
гілок, базисних контурів та вузлових пар
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Предложено решение задач управле-
ния трафиком в сети NGN с примене-
нием тензорных методов. Рассмотрена 
задача управления трафиком в сети с 
помощью тензорной модели, представ-
ленной в системе координат ветвей, 
базисных контуров и узловых пар
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Solution of traffic management problems 
with the help of tensor methods in NGN 
networks has been proposed. Traffic 
management problem in the network with 
the help of tensor model, represented 
in coordinate system of branches, basis 
contours and nodal pairs has been 
considered
Key words: management, traffic, tensor 
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1. Введение
Современные телекоммуникационные сети раз-
виваются в направлении внедрения сетей следующего 
поколения NGN (Next Generation Network), основой 
которых является использование пакетных техноло-
гий для передачи различных видов трафика по единой 
сетевой инфраструктуре с обеспечением механизмов 
QoS (Quality of Service). Вопросы гарантированного 
качества обслуживания QoS играют определяющую 
роль при внедрении сетей нового поколения NGN, 
а выбор сетевой технологии для реализации NGN 
основывается на критерии наличия механизмов обе-
спечения заданного уровня QoS. Поэтому при про-
ектировании сетей нового поколения, основной из 
основных задач, которая требует решения, является 
задача управления сетевым трафиком. Решение этой 
задачи состоит в обеспечении необходимых параме-
тров качества обслуживания, таких как пропускная 
способность, минимальные значения задержек и по-
терь пакетов при максимальной и сбалансированной 
загрузке ресурсов сети [1,2]. 
В качестве механизма управления сетевыми ресур-
сами используем технологию инжиниринга трафика 
Traffic Engineering (TE), которая использует методы и 
механизмы достижения сбалансированной загрузки 
ресурсов сети за счет рационального выбора про-
хождения трафика в сочетании с маршрутизацией и 
использованием функций перераспределения и огра-
ничения потоков трафика. Исходными данными для 
выбора путей в TE являются характеристики сети, та-
кие как топология, производительность маршрутиза-
торов и связывающих их трактов, а также пропускные 
способности сетевых объектов [1,2].
2. Постановка задачи
В настоящей работе рассматривается задача управ-
ления трафиком в сети с помощью тензорной модели, 
представленной в системе координат ветвей, базисных 
контуров и узловых пар.
Использование тензорных методов анализа позво-
ляет выполнять одновременную оценку структурных 
характеристик и функциональных свойств рассма-
триваемой сетевой модели, прогнозировать состояние 
сети на определенном промежутке времени с учетом 
топологии сети, а также учитывать особенности ис-
пользуемых протоколов [3-4, 6-9]. 
При известных значениях пропускных способно-
стей в трактах сети, необходимо получить значения 
максимальных длин очереди пакетов и значения вре-
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менных задержек в сетевых узлах и трактах сети, а 
также в заданных контурах сети с помощью тензорных 
методов анализа при условии отсутствия задержек в 
контурах сети.
3. Тензорный метод решения задач управления 
трафиком
Рассмотрим решение задачи управления трафиком 
в сети NGN на примере фрагмента телекоммуникаци-
онной сети, состоящей из пяти маршрутизаторов сое-
диненных семью трактами передачи (рис. 1). Предста-
вим структурную модель сети в виде 
ориентированного взвешенного графа G(N,V), где { }= =jN N , j 1,5  – множество вершин которого состав
ляют узлы сети – маршрутизаторы, а { }= ν =iV ,i 1,7  –
множество дуг, моделирующих ветви сети, представ-
ленные трактами сети. По аналогии с тензорным под-
ходом, предложенным Г. Кроном и развитым в рабо-
тах [3,4,6-9], структура исходной анализируемой сети 
(рис. 1) описывается одномерным симплициальным 
комплексом. При этом эта структура является дис-
кретным семимерным пространством. 
Опишем введенное семимерное пространство с по-
мощью тензоров, что позволит одновременно исследо-
вать структурные свойства и функциональные харак-
теристики рассматриваемого фрагмента 
телекоммуникационной сети. Рассмотрим две систе-
мы координат (СК): первая – система координат вет-
вей сети ν =i , i 1,7 , а вторая – система координат неза
висимых контуров =lr ,l 1,3  и узловых пар сети
 { } =j kN ,N , j,k 1,5  [3,4]. 
Согласно рассматриваемого фрагмента телеком-
муникационной сети, представленного в виде графа 
G(N,V), выберем в качестве остова сети дерево ,(N5,N1), 
(N5,N2), (N2,N4), (N4,N3), которое связывает все узлы 
сети. Хордами являются ветви графа v1,v2,v5.
Произвольно зададим на структуре сети три базис-
ных замкнутых контура. Контур r1:{(N2,N1), (N1,N5), 
(N5,N2)}, контур r2: {(N2,N5), (N5,N4), (N4,N2)} и контур 
r3: {(N2,N4), (N4,N3), (N3,N2)}. Также зададим на струк-
туре сети четыре независимых разомкнутых пути - 
пары узлов для опорного заданного узла N5, заданное 
мно
жеством узловых пар η: { }η =1 5 1N ,N , { }η =2 5 2N ,N ,
η3={N5,N3}и η4={N5,N4} . Тогда общее количество ветвей 
равно:
 = + ηv r                                       (1)
Где ν– общее количество ветвей, r – общее количе-
ство замкнутых контуров, а η – количество узловых 
пар.
Запишем систему уравнений зависимости между 
узловыми парами ηp, =p 1,4  и ветвями сети νi, =i 1,7  
η = − +η = + + +η = − +η = − + −
1 1 4
2 1 2 3 7
3 2 6
4 3 5 6
v v ;
v v v v ;
v v ;
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Аналогично запишем си-
стему уравнений зависимости 
для базисов замкнутых кон-
туров ri, =l 1,3  и ветвей сети 
νi, =i 1,7 .
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.
Согласно структурной мо-
дели рассматриваемой сети и 
заданных направлений пере-
дачи трафика формируем ба-
зисные матрицы координат-
ного преобразования между 
заданными системами коор-
динат. Обозначим через ηrvB
 – матрицу ковариантного 
преобразования при переходе от систем координат ба-
зисных контуров и узловых пар к системе координат 
ветвей сети и через η
v
rB  – 
матрицу контравариантного преобразования при пе-
реходе от систем координат ветвей сети к системе ко-
ординат базисных контуров и узловых пар. 
Матрица η
v
rB  имеет вид:
Рис. 1. Структурная схема фрагмента телекоммуникационной сети
39
Системы управления
                                  r1  r2     r3   h1 h2  h3   h4
(2)
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B 1 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 1 0
1 1 0 0 1 1 1
. 
Согласно [3,4] матрицы преобразования η
v
rB  и 
ηr
vB
связаны между собой условием ортогональности:
 ,                         (3)
где I – единичная матрица, а t - знак транспониро-
вания матрицы.
Согласно (2) и (3) найдем матрицу ковариантного 
преобразования ηrvB :
(4)
 
η
− − 
 
− 
−  
=    
−   
r
v
1 0 0 1 1 0 0
0 0 1 0 1 1 0
0 0 0 0 1 0 1
B 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 1 0 0
. 
В качестве метрики сети выбираем интенсивность 
нагрузки в трактах сети, а в качестве функционального 
уравнения, характеризующего параметры функциони-
рования сети, используем тензорное обобщение фор-
мулы Литтла [5]:
= τi i vv v ih l  ( =i 1,m ),                        (5)
где ivh  – длина очереди, в которой помещаются па-
кеты для передачи в i-ом тракте; τ
v
i  – средняя задерж-
ка пакетов в i-м тракте; 
i
vl  – интенсивность трафика в 
i-м тракте; m – общее число трактов.
В качестве воздействующей (возбуждающей) пере-
менной в уравнении (5) выступает величина ivh , а в 
качестве переменной отклика – задержка τ
v
i  [3,4]. Ис-
ходя из постулата первого обобщения Крона [3], форма 
записи уравнений (5), характеризующих поведение 
отдельных элементов сети, должна соответствовать 
уравнению поведения сети в целом, что обуславливает 
замену системы скалярных уравнений (5) векторно-
матричным уравнением. 
Тогда (5) представляется в тензорном виде: 
 = ⋅H L T ,                                (6)
где H – одновалентный ковариантный тензор, ха-
рактеризующий длину очереди пакетов, L– дважды 
контравариантный тензор интенсивностей трафика в 
базисных путях сети, T – одновалентный ковариант-
ный тензор, являющийся вектором задержек передачи 
пакетов.
Функциональное уравнение (5) в системе коорди-
нат ветвей v имеет вид:
= ⋅v v vH L T ,                                 (7)
где вектор ( )ν ν νν ρ= 1 2H h h ... h t определяет длину
 очереди в системе координат ветвей сети, 
( )ν ν νν ρ= τ τ τ1 2T ... t  - вектор задержек передачи паке-
тов в ветвях сети, ( )= ijv vL l  – диагональная матрица
интенсивностей трафика в ветвях сети, которая имеет 
диагональную структуру,ρ - ранг сети, причем ρ=n-1, 
где n – количество узлов сети. 
Уравнение (5) в системе координат независимых 
контуров и узловых пар имеет вид:
 η η η
= ⋅r r rH L T ,                                  (8)
где Tη,  Hrη и Lrη – проекции тензоров T, H и L в ба-
зисе контуров rl, =l 1,3  и узловых пар ηp, =p 1,4 , при
чем  
и ( )η η ηη ρ= τ τ τr r rr 1 2T ... t  – векторы, соответствен
но, длин очередей и задержек передачи пакетов в бази-
се контуров и узловых пар, а Lrη – диагональная матри-
ца интенсивностей трафика в системе координат неза-
висимых контуров и узловых пар сети ρ-го порядка.
Исходя из законов координатного преобразования 
при переходе от системы координат отдельных ветвей 
сети к системе координат базисных контуров и узло-
вых пар, определим в качестве контравариантного тен-
зора – тензор интенсивности трафика, а в качестве ко-
вариантного – тензор средних задержек пакетов [3,4].
Основываясь на постулате первого обобщения Кро-
на [3], правило преобразования дважды контравари-
антного тензора интенсивностей трафика в базисных 
путях сети в системе координат ветвей Lv:
 η η η
= ⋅ ⋅
v t v
v r r rL (B ) L B  ,                         (9)
где η
v
rB  – матрица координатного преобразования 
при переходе от систем координат ветвей к системе 
координат базисных контуров и узловых пар, Lv – 
дважды контравариантный метрический тензор про-
пускных способностей узлов сети [3,4]. Тензор Lv имеет 
вид:
           r1   r2    r3    h1    h2   h3   h4 
 
η η
η
 
    
= = − − −      
ν
ν
ν
ν
ν
ν
ν
1 11 12 13 14 15 16 17
2 21 22 23 24 25 26 27
1 2
3 31 32 33 34 35 36 37 r r
4 41 42 43 44 45 46 47r
5 51 52 53 54 55 56 57
6 61 62 63 64 65 66 67
7 71 72 73 74 75 76 77
l l l l l l l
l l l l l l l
l l l l l l l L | L
l l l l l l lL
l l l l l l l
l l l l l l l
l l l l l l l
η η
 
 
− − −   3 4r r
|
L | L
, 
(10)
v r t
r vB (B ) I
η
η ⋅ =
( )η η ηη ρ= r r rr 1 2H h h ... h t
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где
 
η
 
 
=    
11 21 13
1
r 21 22 23
31 32 33
l l l
L l l l
l l l
,
η
 
 
=    
14 15 16 17
2
r 24 25 26 27
34 35 36 37
l l l l
L l l l l
l l l l
,
η
 
  =    
41 42 43
51 52 533
r
61 62 63
71 72 73
l l l
l l l
L
l l l
l l l
,
η
 
  =    
44 45 46 47
54 55 56 574
r
64 65 66 67
74 75 76 77
l l l l
l l l l
L
l l l l
l l l l
Аналогично запишем правило преобразования 
дважды контравариантного тензора интенсивностей 
трафика vL  в системе координат контуров и узловых 
пар:
η η
η ν ν ν= ⋅ ⋅
r t r
rL (B ) L B ,                         (11)
где 
ηr
vB  – матрица ковариантного преобразования 
при переходе от систем координат базисных контуров 
и узловых пар к системе координат ветвей сети, а Lv – 
дважды контравариантный метрический тензор про-
пускных способностей ветвей сети.
Преобразование вектора длин очередей из системы 
координат ветвей в систему координат контуров и уз-
ловых пар имеет вид [3,4]: 
 ηη
⋅= r
v
rv HBH  ,                           (12)
где Hv – проекция тензоров в базисе ветвей, харак-
теризующая длину пакетной очереди в базисе ветвей, 
ηr
vB  – матрица координатного преобразования при пе-
реходе от систем координат ветвей к системе коорди-
нат базисных контуров и узловых пар, Hrη– вектор 
длины пакетной очереди в базисе контуров и узловых 
пар. При этом вектор Hrη может быть представлен в 
виде:
(13)
η
η
 
 
= − − −   
r
r
H
H
Н
. 
Компонентами вектора Hrη в системе координат не-
зависимых контуров является ( )ρ= r r rr 1 2H h h ... h t
. Аналогично для систем координат узловых пар
 ( )η η ηη ρ= 1 2H h h ... h t .
Аналогично преобразование вектора задержек пе-
редачи пакетов из системы координат независимых 
ветвей сети в систему координат контуров и узловых 
пар имеет вид:
 
η
η= ⋅
r
v v rT B T ,                               (14)
где Tv – проекция тензоров в базисе ветвей, задан-
ная вектором задержек передачи пакетов в базисе вет-
вей, 
ηr
vB  - матрица координатного преобразования 
при переходе от систем координат базисных контуров 
и узловых пар к системе координат ветвей сети, Trη – 
вектор задержек передачи пакетов в базисе контуров и 
узловых пар. 
Вектор временных задержек, определенный в си-
стеме координат контуров и узловых пар Trη, может 
быть представлен в виде:
(15)
 
η
η
 
 
= − − −   
r
r
T
T
T
 
, 
где ( )ρ= τ τ τr r rr 1 2T ... t и ( )η η ηη ρ= τ τ τ1 2T ... t .
Тогда, учитывая выражения (10), (13) и (15) имеет 
вид:
(16)
 
η η
η η η η
     
     
− − − = − − − − − − − − −               
1 2
r r r r
3 4
r r
H L | L T
|
Н L | L T
 
, 
что позволяет найти значения максимальной дли-
ны пакетной очереди и значения временных задержек 
в сетевых узлах, трактах, а также контурах рассма-
триваемой сети при условии отсутствия задержек в 
контурах сети.
4. Пример решения задачи управления трафиком
Применяя вышеизложенный тензорный метод, ре-
шим задачу управления трафиком с обеспечением не-
обходимых параметров качества обслуживания. Для 
этого определим величины максимальных длин па-
кетных очередей Hη, Hv, Hr и значения временных
задержек Tη, Tv, Tr в сетевых узлах, трактах и
контурах сети соответственно для заданного на рис. 1 
фрагмента телеком-муникационной сети. 
В качестве исходных данных полагаем известными 
пропускные способности ветвей сети, заданные ма-
трицей Lv 
(17)
 
 
    
=       
v
200 0 0 0 0 0 0
0 300 0 0 0 0 0
0 0 700 0 0 0 0
L 0 0 0 400 0 0 0
0 0 0 0 500 0 0
0 0 0 0 0 600 0
0 0 0 0 0 0 100
. 
и значения длин пакетной очереди в сетевых узлах, 
заданные в виде координат вектора Hη
 η
=    tH 0 100 0 0                     (18)
41
Системы управления
Для решения поставленной задачи используя (4), 
(11) и (17) найдем матрицу пропускных способностей 
Lrη
(19)
Ввиду известной длины пакетной очереди между 
заданной парой узлов, заданной в виде координат век-
тора Hη и полученной матрицы пропускных способно-
стей Lrη, определим величину задержки пакетов Tη на 
каждом узле сети.
Рассчитаем величины задержки пакетов на каждом 
узле сети. Определим значение вектора Tη. Для этого 
используем равенство (16). Имеем
η η η η= ⋅ + ⋅
3 4
r r rH L T L T  .                      (20)
Исходя из условия задачи, полагаем, что в задан-
ных контурах отсутствует задержка пакетов, Tr=0 , 
что гарантирует одинаковое время задержки вдоль 
каждой ветви и отсутствие зацикливания пакетов в 
контуре. Тогда, учитывая, что Tr=0 получим
.                            (21)
Тогда, согласно (16), (18), (19) и (21) получим
(22)
 . 
Определим порядок загруженности очередей паке-
тами в контурах сети Hr. Используем равенство (16). 
Имеем
 η η η
= ⋅ + ⋅1 2r r r rH L T L T  .                      (23)
С учетом того, что =rT 0 , из (23) следует, что
η η= ⋅
2
r rH L T .                             (24)
Используя (16), (19), (22) и (24) определим Hr
 
 
− −        ≈ =       
−     
r
200 200 0 0 24.0
H 0 0 0 500 58.0
0 300 300 0 12.9
0.060
0.180 0.137
0.116
 
Найдем значение вектора временных задержек в 
системе координат контуров и узловых пар Trη, ис-
пользуя (16),
  или ( )−η
η η
   
   
− − − = − − −         
r r
1
r
T H
L
T H
,      (26)
где значения Lrη, Hr и Hη определяются формулами 
(16), (18), (19), (24) и (26) соответственно. 
(27)
 
η
− 
 
−   
≈       
r
0.01200
0.24430
0.00005
T 0.06000
0.18000
0.16193
0.14043
. 
Определим значения временных задержек пакетов 
в системе координат ветвей сети, используя выраже-
ния (4), (14) и (27). Находим координаты вектора Tv 
для каждой ветви рассматриваемой структуры сети:
 
− − −   
   
− −   
−      
≈ =         
−         
v
1 0 0 1 1 0 0 0.01200 0.13200
0 0 1 0 1 1 0 0.24430 0.01812
0 0 0 0 1 0 1 0.00005 0.03957
T 0 0 0 1 0 0 0 0.06000 0.06000
0 1 0 0 0 0 1 0.18000 0.11600
0 0 0 0 0 1 1 0.16193 0.02150
0 0 0 0 1 0 0 0.14043 0.180
 
          00 . 
(28)
Тогда, используя выражения (7), (17) и (28) опре-
делим порядок загруженности очередей пакетами Hv 
на узлах сети:
 
   
            
= =                  
v
200 0 0 0 0 0 0 0.13200 26.400
0 300 0 0 0 0 0 0.01812 5.436
0 0 700 0 0 0 0 0.03957 27.699
H 0 0 0 400 0 0 0 0.06000 24.000
0 0 0 0 500 0 0 0.11600 58.000
0 0 0 0 0 600 0 0.02150 12.900
0 0 0 0 0 0 100 0.18000 18.0
 
 
          00
. 
(29)
Таким образом, решена задача управления сетевы-
ми ресурсами в сети при условии обеспечения сетевых 
параметров качества обслуживания. Найдены значе-
ния временных задержек пакетов и длин пакетных 
очередей в сетевых узлах и трактах сети, а также за-
данных контурах сети в зависимости от заданной про-
пускной способности в трактах сети и условии отсут-
ствия задержек пакетов в контурах сети. Результаты 
решения показаны на рис. 2. 
η
− 
  
−  
= −  
− − − − 
− − −  
− − 
r
200 0 0 200 200 0 0
0 500 0 0 0 0 500
0 0 300 0 300 300 0
L 200 0 0 600 200 0 0
200 0 300 200 1300 300 700
0 0 300 0 300 900 600
0 500 0 0 700 600 1800
−
η
−     
     
− − −     = =
− −          
− −     
1
600 200 0 0 0 0.060
200 1300 300 700 100 0.180
T
0 300 900 600 0 0.137
0 700 600 1800 0 0.116
(25)
( ) 14rT L H−η η η=
( ) 1r r rT L H−η η η=
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5. Выводы
1. Предложено использование тензорной модели, 
которая позволяет рассматривать структуру сети с по-
мощью двух систем координат одновременно: системы 
координат ветвей сети и системы координат базисных 
контуров и узловых пар. Такой способ рассмотрения 
сети позволяет получить необходимые значения ха-
рактеристик качества функционирования сети.
2. Продемонстрирована практическая реализация 
тензорного метода управления трафиком в сети NGN, 
показана возможность совместного математического 
моделирования структурных свойств и функциональ-
ных характеристик сети. 
3. Применение тензорных моделей при решении за-
дач управления трафиком в сети NGN позволило обе-
спечить получение в аналитическом виде результатов 
эффективного использования сетевых ресурсов при 
условии обеспечения их сбалансированной загрузки 
с гарантированным минимальным временем доставки 
пакетов. 
4. Приведен пример решения задачи управления 
трафиком, который позволяет определить 
максимальную длину очереди пакетов и зна-
чения временных задержек в сетевых узлах и 
трактах сети, а также контурах сети в зависи-
мости от заданной пропускной способности.
5. Рассмотренный метод решения сетевых 
задач дает возможность применять тензор-
ные методы для решения различных сете-
вых задач, прогнозировать состояние сети на 
определенном промежутке времени с учетом 
топологии сети и особенности функциониро-
вания используемых протоколов.
Рис. 2. Результаты решения задачи управления сетевыми ресурсами
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